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III...    تكامل دالةf  متصلة على قطعة a,b : 

 تعريف: .10

 

f  دالة متصلة على قطعة a,b  حيثF دالة أصلية لf. 

العدد الحقيقي    F b F a
 

. و نرمز له ب: bإلى  aمن f يسمى تكامل     
b b

aa
F b F a f(x)dx F(x)   

ل  bإلى  aالتكامل من  ويقرأ : f x dx  أو أيضا مجموعf (x)dx  منa  إلىb . 

 ملحوظة : .12

 

        
b

a
f (x)dx F b F a G b G a      (كانتغير مرتبط باختيار أي دالة أصلية سواءا  أيF  أوG  للدالةf ). 

  في الكتابة 
b

a
f x dx  يمكن تعويض المتغيرx  : بأي متغير و منه     

b b b

a a a
f x dx f y dy f t dt      

      
a a

aa
f (t)dt F(t) F a F a 0     

 أحسب: تمرين :  .10
1

0
cos xdx  و 

1
2

0
x 2x dx  و

1 e

2

4
dx

x 1



  و
31

2 x 4

0
x e dx



  و
2

3 2

1
4 x dx   و 

0

23

5
dx

1 x  . 

 أجوبة :

 : نحسب 2 2
00

cos xdx sin x sin sin0 1 0 1
2

  
       

  : نحسب 
1

1
2 3 2 3 2 3 2

0
0

1 1 1 2
x 2x dx x x 1 1 0 0

3 3 3 3

     
            

     
 . 

  : نحسب 
1 e 1 e

22

4
dx 4ln x 1 4 lne ln1 4

x 1

 

       . 

  : نحسب 
3 3 3 11 1

2 x 4 3 x 4 x 4 5 4

0 0 0
x e dx x 4 'e dx e e e

       
   . 

  : نحسب 5

2

2 2 5 5
2 2 1 33 2 3 3 3 3

1 1

1

1 3 12
4 x dx 4 x dx 4 x 4 2 1 2 1

2 5 5
1

3



 
   

           
  

 

  . 

  : نحسب    
0 0

2 33

5 5
dx 5 arctan x 5 arctan0 arctan 3 5 0

1 x 3 3

  
          

  
  . 

IIIIII...   : التكامل و الترتيب:  –خطانية التكامل  –علاقة شال  خاصيات التكامل 

 خاصيات : .10

 خاصية : .1

 

 f للاشتقاق على ابلة ق
  

 a,b   وf متصلة على  ' a,b   : لدينا     
b b

aa
f '(x)dx f(x) f b f a  . 

 c  : لدينا   
b

b

a
a

cdx cx  c b a  . 

 

 خاصيات : .2
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 f  متصلة علىدالة a,b: لدينا . 

 
a

a
f (x)dx 0   و   

a b

b a
f x dx f x dx      و     

c b b

a c a
f x dx f x dx f x dx     مع (cمنI ) 

 

 خطانية التكامل  و  التكامل و الترتيب (خاصيات : ) .3

 

       f  وg متصلتين على مجالIمعa وb منI  ؛  و  لدينا : من . 

 : خطانية التكامل       
b b b

a a a
f g x dx f x dx g x dx        و   

b b

a a
f x dx f x dx      :نلخصهما ب

      
b b b

a a a
f g x dx f x dx g x dx        

  :التكامل و الترتيبf  موجب على a,b  فإن   ؛ 
b

a
f x dx 0 منحنى (f فوق محور الأفاصيل وa b )فإن تكاملها موجب 

        x a,b ;f x g x    فإن   
b b

a a
f x dx g x dx    و   

b b

a a
f x dx f x dx  

    x a,b :m f x M     : فإن     
b

a
b a m f x dx b a M     أو

 
 

b

a

1
m f x dx M

b a
 

 . 

 برهان :  .4

  : نبرهن على       
b b b

a a a
f g x dx f x dx g x dx      

  لتكنF  وG  دالتين أصليتين لf  وg على a,b  لأن (f  وg  متصلتين على a,b  . ) 

 F G ل  دالة أصليةf g . 

 من جهة أخرى :

 

       

         

         

         

b b b b

a aa a
f x dx g x dx F x G x

                                     F b F a G b G a

                                     F b G b F a G a

                                     F G b F G a

                      

        

   

   

   

 

   
b

a
               f g x dx 

  

خلاصة :  
b

a
f x dx 0 

  : نبرهن على       
b b b

a a a
f g x dx f x dx g x dx      

  لتكنF  دالة أصلية لf  على a,b  معa b  ومنهF' f 0  ن ) لأf  موجبة على a,b  و بالتالي )F  تزايدية على a,b  

  : لدينا 

         

     

   

 
b

a

a b F a F b  ; f

        F b F a 0

        f x dx 0

  

  

 

  

خلاصة :  
b

a
f x dx 0. 
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  : نبرهن على      x a,b ;f x g x   فإن   
b b

a a
f x dx g x dx  . 

  : نبرهن على   
b b

a a
f x dx f x dx  . 

 : لدينا          1  :  x a,b   ;  - f x f x f x     

 : لدينا 

       

       

   

b b b

a a a

b b

a a

1 - f x dx f x dx f x dx

    f x dx f x dx

  

 

  

 
  

خلاصة :    
b b

a a
f x dx f x dx  

 تمرين تطبيقي : .5

أحسب:  (0
2

3
2x 4 dx


. 

نضع:  (2 22

0
A cos x dx



  و 22

0
B sin x dx 



   

Aأحسب: -أ  (0 B  وA B  استنتج قيمة كل من –. بA  وB   . 

بين أن : (4   
5 5

2 2
x 1 dx x 3 dx   ln ln

 
. 

IIIIIIIII...   : دالة معرفة بتكامل 

 خاصية : .10

 

f  مجال   متصلة علىدالةI  وa I  . 

 المعرفة بما يلي :  Fالدالة العددية 

                                         
   

x

a

F : I

     x F x f t dt



 
  

 . aو التي تنعدم في  Iعلى  fهي الدالة الأصلية ل

 

 مثال :  .12

نعتبر الدالة العددية :    
x

1

1
x 0,   : F x dt

t
    . : لدينا 

x x

11

1
F x dt ln t ln x ln 1 lnx

t
        

هي الدالة الأصلية ل  Fالدالة  خلاصة : 
1

f x
x

  1التي تنعدم في . 

IIIVVV...    التأويل الهندسي ل
b

a
f (x)dx : 

 تقديم : .10

 في هذه الفقرة نأخذ المستوى P  منسوب إلى معلم متعامد O,i, j  

 f  قطعةالعلى و موجبة دالة متصلة a,b  أي  (   x a,b   , f x 0   . ) 

  : نضعi OI   وj OJ  و نعتبر النقطةK  حيثOIKJ . مستطيل 
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 وحدة قياس المساحات هي مساحة المستطيلOIKJ ب : ونرمز لها بالرمز 

  u.a unité aireu.a 

  f
C  منحنى الدالةf  على a,b  مع العلم أن ( . f

C  يوجد فوق 

محور الأفاصيل لأن  f x 0 ) 

  لنعتبر
f

الحيز من المستوى P المحصور بين المنحنى f
Cو محور الأفاصيل 

xالمستقيمين اللذين معادلتاهما على التواليو   a  وx b . 

  : لدينا 0 y f x   و f
M x,y / a x b    

 لنعتبر A  مساحة الحيز
f

 
 

من المستوى  P  معبر عنها بu.a . 

نأخذ :  x a,b . 

  نعتبر العدد على محور الأفاصيلx'  حيثx x' قطعة و طول ال x,x' : هو  

dx  أي  0منيقارب (dx 0  . ) 

على  fالمساحة تحسب بالتكامل ومرتبطة بإشارة الدالة ملحوظة:  a,b 

 x dx x   و بمأنf  متصلة   f x dx f x . 

  نعتبر المستطيل
x

ABCD   حيث
   

x x'
A    ;   B   ;

x x'

x
  C   ;  D

f f0 0 x

      
      

       
 . 

 
x

S  مساحة المستطيل
x

  : هي x
S f x dx  . 

 : مجموع مساحات المستطيلات لدينا
x

S  عندما يتغيرx  منa  إلىb  أي 
x b x b

x

x a x a

S f x dx
 

 

     يساوي مساحة الحيز وهو
f

 

ومنه نكتب :      
x b x b

b

x
a

x a x a

S f x dx f x dx  u.a
 

 

       . 

و منه :       
x b

b

a
x a

f x dx f x dx  u.a




    . 

 خلاصة : 

  مجموع مساحات المستطيلات
x

S  عندما يتغيرx  منa  إلىb  أي 
x b x b

x

x a x a

S f x dx
 

 

     هو التكامل 
b

a
f x dx ب في ومضر

 . u.aوحدة المساحة  

    
b

a
f x dx  u.a  هو : مساحة

f
الحيز من المستوى P المحصور بين المنحنى f

Cالمستقيمين اللذين و  و محور الأفاصيل

x معادلتاهما على التوالي a  وx b . 

  مساحة 0 y f x   و f
M x,y / a x b      هو   

b

a
f x dx  u.a 

 خاصية :  .12

 

المستوى P  منسوب إلى معلم متعامد O,i, j .f  قطعةالعلى و موجبة متصلة دالة a,b  و f
C . منحناها 

A  مساحة
f

الحيز من المستوى P المحصور بين المنحنى f
Cالمستقيمين اللذين معادلتاهما على التواليو   و محور الأفاصيلx a  و

x b  هو   
b

a
f x dx  u.aA = . 

 

  Talamidi.com  تم تحميل هذا الملف من موقع

http://benmoussamath1.jimdo.com/


 علوم رياضية 2الأستاذ: بنموسى محمد  ثانوية: عمر بن عبد العزيز المستوى: 

 درس رقم                                      حساب التكامل  : درس                                                الصفحة                     

VVV...    القيمة المتوسطةLa valeur moyenne 

 خاصية و تعريف: .10

 

  f متصلة على مجال I معa وb من I حيثa b. 

من المجال  cيوجد على الأقل عنصر   a,b     :حيث     
b

a
b a f c f x dx     

 العدد الحقيقي:   
b

a

1
f c f x dx

b a
 

  
على مجال fللدالةالقيمة المتوسطة يسمى   a,b . 

 برهان :  .12

  1طريق : 

 لدينا : 

     f a,b m,M  لأن (f   متصلة على a,b ) 

    x a,b :m f x M     : فإن     
b

a
b a m f x dx b a M     أو

 
 

b

a

1
m f x dx M

b a
 

 . 

  نحصل على
 

      
b

a

1
f x dx m,M f a,b

b a
 

  . 

  بمأنf   متصلة على a,b  حسب مبرهنة القيم الوسيطية : و     
b

a

1
c a,b   : f c f x dx

b a
  

  . 

 2طريق : 

 F  دالة اصلية لf   على a,b  . لأن (f   متصلة على a,b ) 

  حسب مبرهن تزايدات المنتهيةT.A.F   :   
   F b F a

c a,b  / F' c
b a


  


ومنه :  

   
 

 
        

b

b b
a

a a

f x dx 1
c a,b  / f c = f x dx ; f x dx F b F a

b a b a
    

 


  . 

خلاصة :    
 

 
b

a

1
c a,b  / f c f x dx

b a
  

   

 مثال: .10

f  متصلة على مجال 0,2  حيث: حدد القيمة المتوسطة للدالة f x 3x. 

لدينا :                                                                     

   
2

b 2 2
2 2

0a 0
0

1 1 1 3 1 3
f c f x dx 3xdx x x 3

b a 2 0 2 2 2 2

 
              

  

 على مجالfخلاصة : القيمة المتوسطة للدالة  0,2 هي   f c 3  

   
b

a

1
f c f x dx

b a
 

   أي     
b

a
b a f c f x dx    

 

 نتيجة المحصل عليها :لتأويل الهندسي ل .14

بعُْدَيْه ) أي الطول والعرض(‘يوجد مستطيل 
  

 b a
 

و  f c  مساحته هي المساحة 
b

a
A f x dx  
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VVVIII...   : تقنيات حساب التكامل 

A.  المكاملة بالأجزاءL' integration par parties  : 

 :خاصية .10

 

دالتين قابلتين للاشتقاق على المجال  vو uلتكن  a,b حيثu' وv'  متصلتين على a,b  :لدينا 

                                        

 

   
 

   

  2 

b

a a

 

b

 3  1

b
au x vu x v u' x v x dxx' x dx        

 برهان : .12

  بمأن :u وv  دالتين قابلتين للاشتقاق على المجال a,b  الدالة إذنu v  قابلة للاشتقاق على a,b  مع

 u v ' u' v u v'       

 : ومنه  u v' u v ' u' v      

 : الدوال u' v  و u v ' و  u v' على  متصلة a,b  لأنu' وv'  متصلتين على a,b  وu وv   متصلتين على a,b  

(u وv  دالتين قابلتين للاشتقاق على المجال a,b  ) 

   يمكن إجراء التكامل على a,b   : ل u v' u v ' u' v     

 u v' u v ' u' v       :  ومنه

            

       

       

b b

a a

b b

a a

bb

a a

u x v' x dx u v ' x u' x v x dx

                  u v ' x dx u' x v x dx

                  u x v x u' x v x dx

    

   

     

 

 



  

 خلاصة :           
b bb

aa a
u x v' x dx u x v x u' x v x dx         

 طريقة وضع المكاملة بالأجزاء:  .10

   

     

   

u x                u' x

         3     

v ' x           

2

    v

1

x

-

 

 

  

 أمثلة: .14

2نحسب:  (0

0
I xcos xdx



  
 

 جواب:

 باستعمال المكاملة بالأجزاء: نضع: Iلنحسب 

                                                   

   

     

   

u x = x                    u' x 1

1        2     -   3

v' x cos x             v x sin x



 

 

 

ومنه:                                           2 22
00 0

xcos xdx xsin x 1 sin xdx
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 2
0

                    = sin 0sin0  - cos x
2 2

                    = cos cos0 = 0 1= 1
2 2 2 2

  
  

 

    
     
 

    

I خلاصة: 1
2


  

نحسب:  (2 
e

1
J x dx  ln 

  باستعمال المكاملة بالأجزاء: نضع: Iلنحسب 

                                                            

     

     

    2

1
u x = x                 u' x

x

1        2     -   3

1
v' x x                      v x x

2



 

 

ln

 

 ومنه:
 

   
e

 e  e
2 2

 1  1
1

1 1 1
x dx x x x dx

2 x 2

 
 
 

   ln ln 

    
 e

2 2

 1

1 1
= e e 1 1  - xdx

2 2
 ln ln  

 2 2 2 2 2 2

e

1

1 1 1 1 1 1 1
= e x = e e 1 = e

2 2 2 2 4 4 4

 
 
 

   :خلاصة     21
J= e 1

4
 

B. تغير المتغير : المكاملة بchangement de variable L' integration par  : 

10. 
 

 :خاصية

 

مع Iمتصلة على  'gو دالتها المشتقة  I للاشتقاق على المجال قابلة gو  Jمتصلة على خلى مجال  fحيث دالتين  gو fلتكن 

 g I J  لدينا لكل .a و b   منI    :      
 

 b g b

a g a
f f tg x g' x dx dt  

 برهان : .12

'Fإذن :  Jعلى  fدالة أصلية ل  Fنعتبر  f . 

 لدينا :

              

         

     

 

   

b

a

b

a

b

a

a

b

F' g x g' x dx

                                   F g ' x g' x dx

                                   F g x

                                   F g b F g a

       

f g x g' x

      

d

                   

x

 

 

 

   









 

     

 
 

 g b

g a

  F g b F g a

                                   f t dt

 



  

خلاصة :       
 

 b g b

a g a
f f tg x g' x dx dt  . 
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 بتغير المتغير : طريقة وضع المكاملة .10

 نضع : 

  t g x   : ومنه dt g' x dx . 

 x a  فإن t g a   .  : ثم ل x b  فإن t g b  

ومنه نحصل على :        
 

   
 

 g b

g a

b b

a a

dtf t

f g x g' x dx f g x g f t dt' x dx     . 

 أمثلة : .14

  1مثال  : 

نحسب : 
32

0
cos xsin xdx



  

نضع :  t g x sinx   : و منهdt cosxdx . 

  : من أجلx 0  فإن t g 0 sin0 0     . : ثم ل x
2


  فإنt g sin 1

2 2

  
   

 
  

ومنه : 
3

1 1
3 3 3 42 2

00 0 0
dtt

1 1
cos xsin xdx sin xcos xdx t dt t

4 4

 

         

  2مثال   : 

نحسب : 
1

2

0
1 x dx  

sintنضع :  x  : و منهcostdt dx .  : و كذلك
2 2

1 x 1 sin t   

  : من أجلx 0  فإنsint 0  أيt 0    : ثم ل  .x 1  فإنsint 1   أيt
2


  

 ومنه :

       

 

2

1 1
2 2 22

0 0 0
costdt

1 sin t

22 2

0 0

2
2

0
0

1 x dx 1 x dx 1 sin t cos tdt

                   cos t cos tdt cos tdt   ; cos t cos t , t 0,
2

1 1 1 1
                    1 cos 2t dt t sin 2t

2 2 2 2 2





 




    

  
     

  

 
       

 

  

 

 4



 

خلاصة : 
1

2

0
1 x dx

4


  . 

  3مثال   : 

نحسب : 
cosx

2
cosx0

e
sin xdx

e 1



  

نضع :   cosx
t g x e   : و منهcosx

dt sinxe dx  . 

  أجل : منx 0  فإن  cos0
t g 0 e e     : ثم ل  .x

2


  فإن

cos
2t g e 1

2
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ومنه : 
cosx

1 1cosx2 2
cosx cosx e0 0 e

dt

1

t 1

e 1 1 2
sin xdx sin xe dx dt ln t 1 ln

e 1 e 1 t 1 1 e

 





              

VVVIIIIII...   :تطبيقات حساب التكامل 

 حساب نهايات بعض المتتاليات: .10

  1 مبرهنة : 

f   دالة متصلة و موجبة و رتيبة على a,b .  : حيث 

 
k n 1 k n 1

n k

k 0 k 0

b a b a b a
f x f a k

n n n

   

 

   
    

 
 s   و 

k n 1 k n

n k 1

k 0 k 1

b a b a b a
S = f x f a k

n n n

  



 

   
   

 
  . 

لدينا :  
b

n n
an n

lim S lim f x dx
 

  s 

 

 f   دالة متصلة و موجبة و رتيبة على a,b . 

  القطعة a,b   يتم تقسمها إلىn  على الشكل  متساوية الطول قطعة
k k 1

x ,x
    معk 0,n  و

0
x a  و

n
x b  القطع هي (

0 1
x ,x    و

1 2
x ,x    و

2 3
x ,x    و .......و

n 1 n
x ,x

    ذلك بوضع  و 
k

b a
x a k

n


   . 

 ينا : لد
k 1 k

b a
x x

n



  . 

  لنعتبر
k

 بين المنحنى  الحيز المحصور f
C  للدالةf  و محور الأفاصيل و المستقيمين ذي المعادلتين

k
x x  و

k 1
x x


 . 

  : نضع
k

A  مساحة الحيز
k

 : لدينا . 
k 1

k

x

k
x

f x dx


 A . 

  : بمأنf  رتيبة على a,b   إذنf  رتيبة على
k k 1

x ,x
    : لدينا 

        k k 1 k k 1
x x x f x f x f x   ; 1

 
      حالة (f ) تزايدية 

        k k 1 k 1 k
x x x f x f x f x   ; 2

 
      حالة (f . ) تناقصية 

  ندرس حالةf  : تزايدية 

       

             

     

     

k 1 k 1 k 1

k k k

k 1

k

k 1

k

k 1

k

x x x

k k k 1
x x x

x
t t

k 1 k k k 1 k k 1 k k 1
x

x

k k 1
x

k n 1 k n 1 k n 1
x b

k k
x a

k 0 k 0 k 0

1 f x dx f x dx f x dx

    x x f x f x dx x x f x  ; f x C  , f x C

b a b a
    f x f x dx f x

n n

b a
    f x f x dx f x dx

n

  









   



     

  

   

      

 
  


   

  





   

A

A  

     

     

k n 1

k 1

k 0

k n 1 k n 1
b

k k 1
a

k 0 k 0

k n 1 k n 1
b

n n n k n k 1
a

k 0 k 0

b a
f x

n

b a b a
    f x f x dx f x

n n

b a b a
    f x dx S   f x  ; S = f x

n n

 





   



 

   



 




 
  

  
    

 



 

 s s
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  : لدينا 
k 1

k

x

k
x

f x dx


  مساحة المستطيل الصغير و 
k 1

k

x

k 1
x

f x dx


 . مساحة المستطيل الكبير 

  : لدينا
n
s  مجموع مساحات المستطيلات الصغرى و

n
 S . مجموع مساحات المستطيلات الكبرى 

  : لدينا    n n

b a
 S f b f a

n


  s  

  : نتيجة التي حصلنا عليها هي 
b

n n
a

f x dx S s  : ومنه 
b

n n n
a

0 f x dx S    s s   3 . 

  عندما : يكونn  عدد القطع التي قسمت بها القطعة a,b  يؤول إلى  نحصل على
n n

S  s  : ومنه
n n

n
lim S 0


 s  4  

  حسب 3   و 4   نحصل على 
b

n
an

lim f x dx


 s . 

  : لدينا n n n n
S S  s s   ومنه   

b

n n n n n
an n n

lim S lim S + lim f x dx
  

    s s s . 

خلاصة :  
b

n n
an n

lim S lim f x dx
 

  s . 

  ندرس حالةf بنفس الطريقة نبين أن :  ة :ناقصيت 
b

n n
an n

lim S lim f x dx
 

  s . 

   2مبرهنة : 

f   دالة متصلة و موجبة و رتيبة على a,b . : حيث 

  
k n 1 k n 1

n k

k 0 k 0

b a b a b a
f x f a k

n n n

   

 

   
    

 
 s   و 

k n 1 k n

n k 1

k 0 k 1

b a b a b a
S = f x f a k

n n n

  



 

   
   

 
  . 

للاشتقاق على  قابلة fوإذا كانت :  a,b  و دالتها المشتقةf محدودة على   ' a,b  أي (   A 0 ,  x a,b   ,  f ' x A     . 

لدينا :  
b

n n
an n

lim S lim f x dx
 

  s 

 :  مثال 
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 n  نعتبر المتتالية :  *من
i n

n 2
i 1

1 i
u

n n





  . 

   : نحسب
n

n
lim u


 . 

 جواب :

لدينا :  
k n k n k n k n k n

n n k2
k 1 k 1 k 1 k 1 k 1

k 1 i 1 0 1 0 b a b a b a
u u 0 k a k f x

n n n n n n n n

    

    

       
            

   
      يتبين أن .

 :a 0   وb 1    و
k

b a
x a k

n


    ومنه k k

f x x   أي f x x . 

على  تزايدية متصلة و موجبة و  fالدالة  0,1 : ومنه .  
1 1

n
0 0n

1
lim u f x dx xdx

2
    . 

خلاصة : 
n

n

1
lim u

2
 . 

 حساب المساحات: .12

 في هذه الفقرة نأخذ المستوى P  منسوب إلى معلم متعامد 0, i, j  

 fدالة متصلة على قطعة  a,b  

  OIKJالمساحات هي مساحة المستطيلملحوظة: وحدة قياس 

ونرمز لها بالرمز  u.a unité aireu.a
 

  لنعتبر Fالحيز من المستوى P المحصور بين المنحنى f
C الأفاصيلو محور 

xالمستقيمين اللذين معادلتاهما على التواليو   a  وx b . 

 لنعتبرA  مساحة الحيز F
 

من المستوى  P 

  ملحوظة: المساحة تحسب بالتكامل ومرتبطة بإشارة الدالةf  على a,b 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حالات خاصة

 

 

إذا كان  ملحوظة)  u.aالمساحة بوحدة المساحة ونرمز   لها ب 
2

1u.a 2,5cm  يجب ضرب التكاملA  ومنه المساحة 2,5في

 : هي
2

S 2,5 A cm  

fعلى موجبة a,b f على سالبة a,b f على  إشارتها تتغير a,b 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المساحة هي :  
b

a
A f x dx  

مثال:  
5

1
f x dx 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المساحة هي :  
b

a
A f x dx  

مثال: 

   
5 1

1 5
A f x dx f x dx   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
b

a
A f x dx  

:مثال

     
5 3 5

1 1 3
A f x dx f x dx f x dx     
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 ملحوظة:   

إذا كان 
2

1u.a 2,5cm  يجب ضرب التكاملA  ومنه المساحة هي2,5في : 
2

S 2,5 A cm  

  حساب الحجوم: .10

A.  حجم لجزء مجسم المحصور بين مستويين 1
P  : z a  و  2

P  : z a 

  في هذه الفقرة نعتبر: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد 0, i, j,k . 

  مجسم  لنعتبر في الفضاء S  solide  محصور بين مستويين 

 1
P  و 2

P  محددين بالمعادلتين 1
P  : z a  و 2

P  : z a 

aحيث   b . 

  لنعتبر المستوى t
S  الديكارتية هي الذي معادلته 1

S  : z t    حيث t a,b . 

  ليكن   t t
F S S  (

t
F  المجسم الشكل المحصل عليه لتقاطع S  و المستوى t

S . 

  نعتبر ts  مساحة الشكل
t

F . 

 خاصية : .1

 

ممنظم  الفضاء منسوب إلى معلم متعامد  0, i, j,k. 

 

 

 : a,b

             t t

s

s
  

متصلة على  sإذا كانت الدالة  a,b  فإن حجم المجسم S  : هو   
b

a
A dt  u.v volumt eV    s 

iمع العلم أن وحدة قياس الحجم هي   j k   

 

fدالة زوجية و متصلة على قطعة

 a,a وf موجبة على  0,a 

fدالة فردية و متصلة على قطعة

 a,a 

لنعتبر 
 

الحيز الحصور مساحة f
C  و g

C  

xهماهما ياللذين معادلت  المستقيمين و a وx b  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   
a a

a 0
f x dx 2 f x dx


  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   

   

              
 

a

a
f x dx 0


 

   
0 a

a 0
f x dx f x dx


   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المساحة هي : 

 

   
 b

 a
 f x g x  A dx 

        
 5  1

1 1
A  f x g x  dx= - f x g x dx+

 
   

 
         

 4  5

 1  4
f x g x dx- f x g x dx   
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B.  حجم المجسم المولد بدوران منحنى الدالةf : حول محور  الأفاصيل 

  f  دالة متصلة على القطعة a,b  مع a b . 

 ليكن  f
C

  
منحناها في المعلم  0, i, j. 

  نفترض أن المنحنى f
C  قام بدورة كاملة حول محور الأفاصيل فإنه يواد مجسم الدوران للدالةf  على a,b . 

 خاصية: .1

 

ممنظم  الفضاء منسوب إلى معلم متعامد  0, i, j,k. f  دالة متصلة على القطعة a,b  مع a b. 

محور  الأفاصيل هو:  حول fحجم المجسم المولد بدوران منحنى الدالة     
b 2

a
V f x dx   بوحدة قياس الحجومu.v    

 

 أمثلة :  .2

الفضاء منسوب إلى م.م.م 0, i, j,k ؛i j k 1cm   

المعرفة على fنعتبر الدالة العددية - 1,2:ب f x x 5 
 

    

ليكن f
C

   
منحناها في المعلم  0, i, j. 

 أنشئ المجسم على الرسم (1

المولد بدوران حجم مجسم Vنحسب  (2 f
C حول

 
الأفاصيل  على المجالمحور  1,2  

 جواب:

 ( أنظر الرسم الأخير.1

 ( حجم مجسم الدوران:2

لدينا:             
2b 2 2 22 2 2 2 3

a 1 1 1 1

189
V f x dx f x dx= x 5 dx= x 5 dx= x 5 =

3 3   

          
     

 : 2مثال 

الفضاء منسوب إلى م.م.م - 0, i, j,k ؛i j k 1cm   

المعرفة على fنعتبر الدالة العددية - 1,1:ب f x 1 x² 
 

    

ليكن f
C

   
منحناها في المعلم  0, i, j. 

 أنشئ المجسم على الرسم (3

المولد بدوران حجم مجسم Vنحسب  (4 f
C حول

 
محور الأفاصيل  على المجال 1,1  

 جواب:

 ( أنظر الرسم الأخير.1

 ( حجم مجسم الدوران:2

لدينا:          
22 2 22 2 2 3

1 1 1 1

189
V f x dx= x 5 dx= x 5 dx= x 5 =

3 3   

        
    

      
1

2b 1 12
3 3

a 1 1
1

1 4
f x dx 1 x² dx 1 x² dx x x cm

3 3 


 
           

 
    

R: )حجم كرة شعاعها هو  2طريقة  1 .) 
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